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H. Nobach
Max-Planck-Institut fiir Dynamik und Selbstorganisation, Am FaBberg 17, 37077 Goéttingen

LDA, Zweipunktmessung, Zeit-Raum-Transformation, Taylor-Hypothese, Korrelation, Turbulenz
LDV, Two-point measurement, Time-space transformation, Taylor's hypothesis, Correlation, Turbu-
lence

Zusammenfassung

Die Transformation einer zeitlichen Korrelationsfunktion der Geschwindigkeit an einem Messpunkt in
einer turbulenten Strémung in die longitudinale rdumliche Korrelationsfunktion bzw. in Zeit-Raum-
Korrelationen auf der Grundlage eines statistischen Transportmodells soll dargestellt und sowohl mit
dem als Taylorsche Hypothese einer eingefrorenen Stréomung bekannten Modell sowie mit LDA-Zwei-
punktmessungen verglichen werden.

1 Einfiihrung

Wahrend die direkte Bestimmung der longitudinalen raumlichen Korrelationsfunktion pi(£) Zweipunkt-
messungen mit variablem Abstand £ der Messpunkte voraussetzt, kann die Eulersche zeitliche Autokor-
relationsfunktion pg(7) direkt aus einer zeitlich aufgelésten Geschwindigkeitsmessung an einem Punkt
bestimmt werden. In Stromungen mit deutlich groBeren mittleren Geschwindigkeiten U als deren zeit-
lichen Schwankungen v’ kann mittels der Taylorschen Hypothese (TH) einer eingefrorenen Stromung
der zeitliche Verlauf der Geschwindigkeitsschwankungen u/(t) als Beobachtung eines raumlichen Ge-
schwindigkeitsfeldes v/(x) entlang des Stromungsfadens interpretiert werden. Damit lasst sich auch
die Eulersche zeitliche Autokorrelationsfunktion pg(7) direkt in die longitudinale raumliche Korrela-
tionsfunktion p;(€) tberfiihren, wobei die Korrespondenz zwischen der Zeitverschiebung 7 und dem
raumlichen Abstand £ durch
E=Ur

mit der konstanten, mittleren Geschwindigkeit U hergestellt wird.

In [1] wurde eine integrale Zeit-Raum-Transformation (IZRT) dargestellt, die Schwankungen der Mo-
mentangeschwindigkeit einbezieht. Die momentanen Transportgeschwindigkeiten u zwischen zwei an-
genommenen Messpunkten der Entfernung £ entlang der Hauptstromungsrichtung werden auf groBen
Zeitskalen als zufallig mit einer gegebenen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f(u) angenommen. Auf
kleinen Zeitskalen, namlich wahrend des Durchflugs des angenommenen Messpunktabstandes £ wird die
Geschwindigkeit dagegen als konstant angenommen. Diese Annahme korrespondiert mit einer angenom-
menen Lagrangeschen zeitlichen Korrelation, die auf Skalen des Durchflugs durch die Messanordnung
einen ausreichend geringen Abfall zeigt.

Die Transformation der Eulerschen zeitlichen Autokorrelationsfunktion pg(7) in die longitudinale raum-
liche Korrelationsfunktion p|(£) wird dann zu

o0

p(©) = [ pe(-0)f(el€) ds

—0o0
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Abbildung 1: Experimenteller Aufbau.

Tabelle 1: Stromungsparameter (Experiment 1)

duBerer Durchmesser d, 140 mm

innerer Durchmesser d; 8 mm

duBere Geschwindigkeit (am Diisenaustritt) 0.5m/s

innere Geschwindigkeit (am Diisenaustritt) Uy 35.9m/s

3uBerer Volumenstrom 27.6m*/h

innerer Volumenstrom 6.5m%/h
Kinematische Viskositat v 14 x 1076 m*/s (Luft)
Reynolds-Zahl Re = % 2 x 10*

wobei fy(0]€) die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Durchflugzeiten 6 eines Fluidelementes ist, das
die Distanz ¢ lberwinden muss. Da die Durchflugzeit von der Geschwindigkeit abhangt, hangt die
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Durchflugzeiten von der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der
Geschwindigkeiten f(u) in der Form

[SPAS

fa(01€) = 97f <9>

ab. Durch Einfiihrung einer Zeitverzégerung 7 kann daraus die zeitliche Kreuzkorrelation p(7,&) fir
einen angenommenen Abstand £ der Messvolumen abgeleitet werden.

(o o]

o) = [ plr = 0)(ole) &0

—0o0

Die longitudinale raumliche Korrelationsfunktion ist in dieser Raum-Zeit-Korrelation durch

pi(€) = p(0,¢)

und die Eulersche zeitliche Korrelation als

pe(T) = p(7,0)
enthalten.

2 Messung in einem turbulenten, runden Freistrahl

In der Mitte eines runden, turbulenten Luft-Freistrahls wurden Zweipunkt-LDA-Messungen der Ge-
schwindigkeitskomponente in Hauptstréomungsrichtung durchgefiihrt (Abb. 1). Die Messvolumenanord-
nung war 320 mm (40 innere Durchmesser d) stromabwarts hinter dem Disenaustritt. Der Abstand
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Tabelle 2: LDA-System
Laser Ar™, max. 5W, genutzt 500 mW, multi-mode
Wellenlange 514.5nm and 488 nm
Optische Konfiguration fasergekoppelte Sonde, Riickstreuung
Frequenzverschiebung  Bragg-Zelle, 40 MHz

Brennweite 310 mm
Messvolumen 400 ym x 50 pym
Processor IFA750
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Abbildung 2: Raum-Zeit-Korrelationen mittels der Taylor-Hypothese (TH) bzw. der integralen Trans-
formation (IZLT) aus der Autokorrelationsfunktion (AKF) einer Einpunktmessung im Vergleich zur
gemessenen Kreuzkorrelationsfunktion (KKF) der Zweipunktmessungen fiir einen Abstand der Mess-
volumen von § = 32mm (4d;, Experiment 1).

untereinander wurde zwischen 0 (iiberlappende Messvolumen) und 32 mm (4d;) variiert. Die Spezifi-
kationen der Stromung sind in Tab. 1 und die des LDA-Systems in Tab. 2. Die Zweipunktmessungen
wurden zu zeitlichen Kreuzkorrelationsfunktionen (KKF) des jeweiligen Abstandes der Messvolumen
verarbeitet. Aus den Messungen mit (iberlappenden Messvolumen wurde ein langer Datensatz zu einer
Autokorrelationsfunktion (AKF) und mittels der Taylor-Hypothese (TH) bzw. der integralen Transfor-
mation (IZLT) zu Vorhersagen der Kreuzkorrelation verarbeitet.

Abb. 2 zeigt die beiden Vorhersagen der Kreuzkorrelationsfunktion im Vergleich zur gemessenen. Durch
die Annahme der konstanten Transportgeschwindigkeit U, verschiebt die TH den Autokorrelationspeak
zeitlich um ¢/u. Das Resultat stimmt weder mit der gemessenen Kreuzkorrelationsfunktion der Zwei-
punktmessung noch mit dem erwarteten Charakter des Transportes koharenter Strukturen in einer
turbulenten Strémung iiberein. Demgegeniiber zeigt die IZLT eine wesentlich komplexere Veranderung
des Korrelationspeaks, die mit der gemessenen Kreuzkorrelationsfunktion gut (ibereinstimmt. Neben
der verringerten Héhe des Korrelationspeaks und dessen Verbreiterung werden auBerdem auch die zeit-
liche Verzogerung des Maximums des Korrelationspeaks gegeniiber der mittleren Geschwindigkeit und
die leichte Schiefe des Korrelationspeaks korrekt reproduziert.

In Abb. 3 sind die ersten 15 Fourier-Koeffizienten der Ubertragungsfunktion dargestellt. Diese Darstel-
lung ist zwar redundant zur korrekten Reproduktion der Zeit-Raum-Korrelation in Abb. 2, dennoch ist
hier die Wirkung der Vorhersagemodelle gut zu erkennen. Wahrend die Koeffizienten durch die TH
nur in der komplexen Ebene mit konstanter Amplitude gedreht werden, reproduziert die IZLT die mit
wachsender Frequenz sinkende Amplitude korrekt.

Die hohe Vorhersagequalitat der IZLT ist in diesem Experiment gegeben, da die Annahme geringer
Abnahme der Lagrangeschen Korrelation wahrend der Passage der Messvolumenanordnung hier ausrei-
chend erfiillt ist. Uber die Korrektheit dieser Annahme kann die Bestimmung des integralen ZeitmaBes
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Abbildung 3: Fourier-Moden der Ubertragungsfunktion aus der Autokorrelationsfunktion einer
Einpunktmessung mittels der Taylor-Hypothese (AKF+TH) bzw. der integralen Transformation
(AKF+IZLT) im Vergleich zur gemessenen Kreuzkorrelationsfunktion (KKF) der Zweipunktmessun-
gen fiir einen Abstand der Messvolumen von £ = 32mm (4d;, Experiment 1).
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Abbildung 4: Integrales ZeitmaB T aus der Kreuzkorrelationsfunktion der Zweipunktmessungen als
Funktion des Messpunktabstandes.
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aus den Zweipunktmessungen Auskunft geben. In Abb. 4 ist das integrale ZeitmaB dargestellt, wie es
aus den Kreuzkorrelationen der Zweipunktmessungen bestimmt wurde. Eine Abnahme ist zu erkennen,
die darauf schlieBen lasst, dass die Lagrangesche Korrelation wahrend der Passage der Messvolumen-
anordnung bereits etwas abnimmt. Die Abnahme ist aber hier gering genug, sodass die Annahme
global variabler, aber wahrend der Passage der Messvolumenanordnung konstanter Geschwindigkeit
ausreichend erfiillt ist.

3 Zeit-Raum-Korrelation fiir endliche Lagrangesche Korrelation

Ist die Anderung der Geschwindigkeit wihrend der Passage der Messvolumenanordnung zu groB, dann
ist bei der Transformation die abnehmende Lagrangesche zeitliche Korrelation p (7) zu beriicksichti-
gen. Die Transformation der Eulerschen zeitlichen Autokorrelationsfunktion pg(7) in die Zeit-Raum-
Korrelation wird dann zu

p(7,§) = /pL(H)pE(r—H)ﬁ,(e\g)de.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte fy(6|¢) der Durchflugzeiten eines Fluidelementes muss jetzt neben der
zufélligen Geschwindigkeit u mit der Wahrscheinlichkeitsdichte f(u) auch die abnehmende Lagrange-
sche Korrelation beriicksichtigen, und zwar auch fiir wiederholtes Passieren des zweiten Messvolumens,
da bei starken Turbulenzen ein bestimmtes Fluidelement auch mehrfach das Messvolumen durchqueren
kann.

Um die Wahrscheinlichkeitsdichte fp(6|¢) der Durchflugzeiten herzuleiten, wird zunachst die Wahr-
scheinlichkeitsdichte f¢(£|0) der von einem Fluidelement nach der Zeit 6 erreichten Distanz ¢ bestimmt.
Bei nachlassender Lagrangescher Korrelation wahrend der Durchflugzeit ist die wahrend der Zeit 6 er-
reichte Distanz ¢ zufallig mit einem Mittelwert ¢ und einer Varianz ag, beide als Funktionen der
Flugzeit 8. Wird die Bewegung durch ein Dispersionsmodell beschrieben, dann erhalt man

pe(0) = U0
und nach [2]
0 T
0£(0) = 203//[)L(77) dndr
00
bzw. nach [3]
0
o2(6) = 20% [ (6~ mpL(n)
0

wobei U wieder die mittlere Geschwindigkeit ist und o2 die Varianz der Geschwindigkeit.

Leider ist unter der Annahme einer zeitlichen Lagrangeschen Korrelation die Geschwindigkeit zum Zeit-
punkt @ nicht unabhangig von der bis zu diesem Zeitpunkt zuriickgelegten Distanz. Deshalb wird die
Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen f¢(£|6) zu f:(£]6, u), welches die bedingte Wahrscheinlichkeits-
dichte des in der Zeit 0 zurlickgelegten Weges £ ist, unter der Annahme, dass die Geschwindigkeit zum
Zeitpunkt 6 gerade u ist. Diese bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte ist

1  [e=ne@w)?
el ) = ————e """
27m§(9, u)
mit
0
pe0l) =00+ (u=U) [ pu()dn
0
und

0 0 2
o (0]u) = 20, /(9 —n)p(n)dn — o, [/ pL(n) dn]
0 0
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Tabelle 3: Stromungsparameter (Experiment 2)

duBerer Durchmesser d, 55mm

innerer Durchmesser d 6 mm

innere Geschwindigkeit (am Diisenaustritt) Uy 44.5m/s
Kinematische Viskositat v 14 x 1076 m?/s (Luft)
Reynolds-Zahl Re = %4 1.9 x 10*

Fir eine gegebene Geschwindigkeit u(6) aus einer zufélligen Verteilung mit der Wahrscheinlichkeits-
dichte f(u) ist dann die Wahrscheinlichkeitsdichte der Durchflugzeiten f3(6|¢) der gegebenen Distanz
¢ einerseits proportional zu der Wahrscheinlichkeitsdichte f;(£|6, u), dass ein Fluidelement nach der
Zeit 6 die Distanz & mit der Geschwindigkeit u erreicht

fo(01€) o< £e(£16, u)

und andererseits zum Betrag der Geschwindigkeit

fo(01€) o< |u(6] -

Die Integration (iber alle méglichen Geschwindigkeiten u ergibt dann
f(0]) = c / | £:(€10, u)F(u) du,

wobei ¢ so festzulegen ist, dass
JRZGREE
0

erfullt ist.

Die verwendeten Integrale sind alle aus den gemessenen Daten zu berechnen. Die ebenfalls fiir die Her-
leitung verwendete Lagrangesche Korrelation ist dagegen nicht direkt aus den Messdaten bestimmbar.
Eine grobe Abschiatzung kann anhand des bereits oben verwendeten integralen ZeitmaBes der Zeit-
Raum-Korrelationen fiir verschiedene Messvolumenabstande aus den Zweipunktmessungen erfolgen.
Die primare Funktion ist dabei das integrale ZeitmaB als Funktion des Messvolumenabstandes. Hieraus
muss die zeitliche Abnahme der Korrelation bestimmt werden. Das kann wieder auf verschiedene Wei-
se unter verschiedenen Annahmen erfolgen, die Gegenstand dieses gesamten Beitrages sind. Da die
Abschatzung der Lagrangeschen Korrelationsfunktion fiir die eingefiihrte Zeit-Langen-Transformation
nicht besonders genau erfolgen muss, reicht in diesem Fall sogar die ansonsten nicht empfohlene TH
vollig aus. Mit diesen gemessenen oder aus den Messdaten abgeschétzten GréBen und Funktionen kann
dann eine neue Vorhersage der Zeit-Raum-Korrelation aus den Einpunktmessungen bei nachlassender
Lagrangescher Korrelation erfolgen.

4 Messung in einem turbulenten, runden Freistrahl fiir endliche Lagrangesche Korrelation

Um die Vorhersage der Zeit-Raum-Korrelation aus der zeitlichen Eulerschen Autokorrelationsfunkti-
on unter Beriicksichtigung der nachlassenden Lagrangeschen Korrelation zu testen, wurde ein zweites
Experiment in einer anderen Strémung durchgefiihrt, bei dem ein signifikanter Abfall der Lagrange-
schen Korrelation wahrend der Passage der Messvolumenanordnung zu verzeichnen war. Die Messungen
wurden wieder in der Mitte eines runden, turbulenten Luft-Freistrahls durchgefiihrt. Die Messvolumen-
anordnung war 240 mm (wieder 40 innere Durchmesser d) stromabwarts hinter dem Diisenaustritt.
Der Abstand untereinander wurde zwischen 0 (iiberlappende Messvolumen) und 60 mm (10d;) va-
riiert. Die Spezifikationen der Strémung sind in Tab. 3. Die Berechnungen sind so wie im ersten
Experiment, nur dass zusatzlich die Vorhersage der Raum-Zeit-Korrelation mittels der integralen Zeit-
Langen-Transformation unter Beriicksichtigung der nachlassenden Lagrangeschen Korrelation (IZLT2)
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Abbildung 5: Raum-Zeit-Korrelationen mittels der Taylor-Hypothese (TH), der integralen Transfor-
mation (IZLT) bzw. der integralen Transformation unter Einbeziehung der Lagrangeschen Korrelation
(IZLT2) aus der Autokorrelationsfunktion (AKF) einer Einpunktmessung im Vergleich zur gemesse-
nen Kreuzkorrelationsfunktion (KKF) der Zweipunktmessungen fiir einen Abstand der Messvolumen
von £ = 40mm (6.7d;, Experiment 2).

erfolgte. Die Abschatzung der Lagrangeschen Korrelationsfunktion erfolgte wie oben beschrieben aus
den integralen ZeitmaBen der Zweipunktmessungen.

Abb. 5 zeigt die Vorhersagen der verschiedenen Transformationen im Vergleich zur gemessenen Kreuz-
korrelation fiir £ = 40 mm = 6.7d;. Wahrend die TH wieder die zeitliche Eulersche Korrelationsfunktion
um &/u verschiebt, ist die Vorhersage der IZLT wieder deutlich komplexer. Diesmal ist die Vorhersage
der Korrelation wegen der nicht beriicksichtigten nachlassenden Lagrangeschen Korrelation zu groB.
Die Vorhersage der IZLT2 kommt den gemessenen Werten dagegen deutlich ndher. Dennoch sind zwi-
schen dem Verlauf der vorhergesagten Korrelation und der gemessenen Unterschiede zu sehen, die
darauf hindeuten, dass das zur Vorhersage verwendete Transportmodell die Eigenschaften des realen
Transportprozesses nicht vollstandig erfasst.

5 Zusammenfassung und Ausblick

Die ersten Ergebnisse des neuen Transportmodells, um Eulersche zeitliche Korrelationen in longitudina-
le raumliche oder Zeit-Raum-Korrelationen unter Beriicksichtigung einer abnehmenden Lagrangeschen
Korrelation zu transformieren, sind vielversprechend und kénnten die Vorhersage von statistischen Kenn-
funktionen in einem turbulenten Skalenbereich erméglichen, in dem komplexe Interaktionen zwischen
kleineren und groBeren turbulenten Strukturen stattfinden. Die gefundenen Abweichungen zwischen
den vorhergesagten und den gemessenen Zeit-Raum-Korrelationen deuten auf Einschrankungen der
Gliltigkeit des Transportmodells, der Transformation oder von beiden hin. Fiir eine noch bessere Vor-
hersage der Korrelationsfunktionen durch das Transportmodell und die Transformation sollen sowohl
der Transport koharenter Strukturen in turbulenten Strémungen als auch die Abbildung der Bewegung
auf die zu messenden Statistiken ndher untersucht werden. In diesem Beitrag wurde die Eulersche
zeitliche Korrelationsfunktion unter der Beriicksichtigung der Lagrangeschen Korrelationsfunktion di-
rekt in die Zeit-Raum-Korrelationen transformiert. In der Realitit sind dagegen die Eulersche und die
Zeit-Raum-Korrelation Projektionen der Lagrangeschen Korrelation, was in Weiterentwicklungen der
Transformation evtl. beriicksichtigt werden muss.
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